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Spin-Orbit Interaction of Electron Systems Constrained to a Fixed Region of Space

The spin-orbit interaction of electronic states constrained to a fixed region of space is treated in
the case of the hydrogen atom.

1. Einleitung

Das MaB fiir die Spin-Bahn-Wechselwirkung eines Elektrons in einem freien
Atom ist wesentlich bestimmt durch den Wert des Integrals [1]

7= [ iR dr (1)
0

Bei der ligandenfeldtheoretischen Behandlung von Ubergangsmetallkomplexen
tritt im Zusammenhang mit dem sog. ,,relativistischen nephelauxetischen Effekt“
die Frage auf, welchen EinfluB} eine rdumliche Beschrinkung eines atomaren
Elektronensystems auf dessen Spin-Bahn-Wechselwirkung hat. Zur Behandlung
dieser Beschrinkung kann man entsprechend dem Modell von Michels, de Boer
u. Bijl [2] die Randbedingung des Systems dndern.

Im Fall des freien Atoms ist die natiirliche Randbedingung, daB die Wellen-
funktion im Unendlichen verschwindet: '

v(r,0,¢)—-0

R(r)_)o} fir r—oo. 2)

Eine Beschrinkung des Elektronensystems 148t sich dadurch erreichen, daB
konzentrisch um das Atom (bei Ubergangsmetallkomplexen wire es das Zentral-
ion) ein kugelsymmetrischer, extrem steiler, undurchdringlicher Potentialwall mit
dem Radius r, gelegt wird [3]. Dadurch wird die Wellenfunktion der folgenden
Lkinstlichen“ Randbedingung unterworfen:

709 =0 .
wir R?:;:O} fir r=ry.

* Uber die grundlegenden Probleme dieser Arbeit hat einer von uns (P.P.) im Februar 1970 im
Theoretisch-Chemischen Seminar an der Universitéit Stuttgart in einem Vortrag ,,Die Druckabhingig-
keit atomarer Energie-Niveaus® berichtet.
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Das heif3t, die Wellenfunktion muB fiir einen vorgegebenen endlichen Wert =,
verschwinden. Die Forderung nach Regularitit der Wellenfunktion im Ursprung
bleibt davon unberiihrt. Fiir das Einelektronensystem des Wasserstoffatoms wird
so aus dem atomaren Keplerproblem ein beschrinktes Keplerproblem. In dieser
Arbeit soll die Spin-Bahn-Wechselwirkung fiir ein derart beschrinktes Kepler-
problem behandelt werden.

Fiir das atomare (unbeschrinkte) Keplerproblem ldB8t sich der Landé-Para-
meter [4, 5]

Z e2 hZ ©

= m-g r3RE (r)rPdr 4)

Cn,l

mit dem Mittelwert [6]

—_ «© Z3
~3 _ -3p2 2 dp — 1
r g ¥ T3RZ (r)r*dr YRy (1a)
in die folgende Form bringen
2h2 Z4
L =5 5)

T 2m2al I+ I+D

Beim beschrinkten Keplerproblem lautet demgegeniiber die Einelektronen-Spin-
Bahn-K opplungskonstante

Ze*h?: o
Ly

= mg‘ r3R2(r)rtdr . (6)
Hierin ist 4 ein Parametersatz, der die Losungsfunktionen des Radialteiles der
Schrédingergleichung kennzeichnet.

2. Die Radialfunktionen beim beschriinkten Keplerproblem

Fiir ,,gebundene” Zusténde, d. h., E < 0, hat der Radialteil der zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung des Keplerproblems die allgemeinen Ldsungen

_Zr

2\ 2
R,,,l(r)zN,,,l<7rz) e " .IFI(—n+l+1,2l+2,7rz). )

Fi(a,c,brymita= —n+1+1und ¢ = 2] + 2 ist die konfluente hypergeometrische
Funktion, N, ; eine Normierungskonstante. Die Hauptquantenzahl n unterliegt
der Beschrankung n>1+1.

Die Nullstellen der Radialfunktionen sind identisch mit den Nullstellen der
entsprechenden konfluenten hypergeometrischen Funktionen [Fi(a,c, br). Die
Anzahl p der im Endlichen licgenden positiven Nullstellen dieser Funktionen sind
durch den Wert von a bestimmt: p < —a < p + 1. Bei fester Bahndrehimpulszahl [
ist p mithin durch die GroBe der Hauptquantenzahl n festgelegt.

Fiir d-Zustidnde (I = 2) beispielsweise hat die Radialfunktion eine positive
Nullstelle im Endlichen, wenn n Werte zwischen 3 und 4 annimmt. Fiir Werte von
n zwischen 4 und 5 existieren zwei im Endlichen liegende positive Nullstellen usf,,
vgl. Tab. 1. Bei vorgegebenem [ ist auch die Lage der Nullstellen vom Wert der
Hauptquantenzahl n abhingig. Bei wachsendem n verschieben sich die Nullstellen
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Tabelle. Positive Nullstellen der Radialfunktion R, (r) fiir d-Zusténde

Hauptquantenzahl n  Anzahl der Nullstellen Lage der Nullstellen

3 1 ry =00
3<n<4 1 ry # 00
4 2 FLF DO, T3 =00
4<n<5 2 Py # 00, ¥y # 00
5 3 Py # 00, ¥y # 00, F3 =00
n f
1 100 396
m 10 ! I 5 109
© m 4 120
~ v 31 177
=)
= 5
o
(=
(1 4
T L T a
5 10 15
r (aE) .

Fig. 1. Funktionsverlauf der Radialfunktion R, ,(r) fiir verschiedene Quantenzahlen n (mit /=2,
Z 4 = 1) bei Normierung auf die erste positive Nullstelle (p = 1)

in Richtung des Ursprungs. Fig. 1 zeigt als Beispiel das Verhalten der Funktion
R, ,(r) fiir einige n-Werte. (Der Funktionsverlauf ist nur bis zur ersten positiven
Nullstelle aufgezeichnet.) — Mit n— o0, entsprechend E -0, ndhern sich die Null-
stellen asymptotisch jeweils Grenzwerten?, die durch das zugehorige ! charak-
terisiert sind. Zur Illustration sind in Fig. 2 die erste, zweite und dritte Nullstelle
der Funktion R, ;—,(r) in Abhingigkeit von n dargestellt.

Fiir ,,natiirliche“ Randbedingungen ist die Hauptquantenzahl n ganzzahlig
positiv; die konfluente hypergeometrische Funktion reduziert sich dann auf das
entsprechende Laguerresche Polynom

2 2
1F1(—n+l+1,2l+2,7r2): %,’:ll(—niz) (8)

und die Normierungskonstante hat die Form [7, 8]

2 n+ !
PRI+D Y (n—-1-11"

! Beim Unterschreiten dieser Grenzwerte wird E > 0; die zugehorigen n sind imaginir.

Nyt = ©)
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Fig. 2. Anstieg der Hauptquantenzahl n (I = 2, Z =1) bei Beschrinkung des dem Elektron zur Ver-
fiigung stehenden Bewegungsraumes fiir die Zustinde mit p=1,2, 3

Beim beschrinkten Keplerproblem sind nur solche R(r) Losungsfunktionen, die
am Rand (r = r,} des Potentialtopfes cine Nullstelle haben. Der oben geschilderte
Zusammenhang zwischen Hauptquantenzahl n und Anzahl sowie Lage der Null-
stellen der Radialfunktionen erlaubt es, die R, ;(r) auszuwihlen, die fiir gegebenes
ro die kiinstliche Randbedingung erfiillen: Man 148t # so lange anwachsen, bis
die erste positive Nullstelle von R, ,(r) mit r, zusammenfillt2. Die resultierende
Radialfunktion ist im Bereich 0 <r <r, knotenfrei und gehdrt zum energetisch
niedrigsten Zustand fiir den jeweiligen I-Wert. Bei weiter zunehmendem Wert von
n riickt die zweite, dann die dritte, ..., p-te positive Nullstelle an die Stelle r =r,,.
Dabei handelt es sich um den ersten, zweiten, ..., (p — 1)-ten angeregten Zustand
fiir den jeweiligen [-Wert. — Es empfiehlt sich, die R, ,(r) durch einen weiteren
Index p zu kennzeichnen, der apgibt, welche der positiven Nullstellen mit dem
Rand des Potentialtopfes zusammenfillt: R, ; ,(r). Bei vorgegebenen [ und p ist
die Hauptquantenzahl n eine Funktion von r,.?

Es ist rechentechnisch sehr aufwendig, zu einem vorgegebenen r, die zugehdrige
Hauptquantenzahl n zu berechnen. Vorteilhafter ist der umgekehrte Weg, die
Hauptquantenzahl n vorzugeben und das zugehorige r, zu bestimmen. Um einen
guten Ausgangswert fiir die Berechnung der Nullstellen nach dem Newtonschen
Verfahren zu erhalten, kann die Verwandtschaft zwischen den konfluenten hyper-
geometrischen Funktionen und den Besselschen Funktionen ausgeniitzt

den [9]: T
erden DL ke 69 =) ¢ - (hez —azi~i¢

S A G- 207, 2ez—daz) (1O

2 Gebundene Zustinde resultieren dabei nur dann, wenn r, groBer als die oben genannten
Grenzwerte ist.
3 Wird die Radialfunktion fiir den Bereich O < r < r, normiert, dann ist auch die Normierungs-

konstante N, , eine Funktion von r,.
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mit

und
m+DA,, ,=(n+c—1A,_+2a—-c)A4,_,; a=reell.

Danach lassen sich die Nullstellen der konfluenten hypergeometrischen Funktion
Fi(a, ¢, z) in grober Ndherung durch die Nullstellen j,_; , der Besselfunktionen

J.-1()/ 2cz — 4az) approximieren.

Die Besselfunktionen koénnen mit Hilfe ihrer Nullstellen als Produktfunk-
tionen dargestellt werden [10]

_ Gw a( w@

Daraus ergibt sich die p-te Nullstelle der Besselfunktion J,_,(]/2cz—4az) zu

; 1
Z0=fe-10 527 (12)
Bei Verwendung der McMahon-N#herung [10] reduziert sich (12) auf
2 1, 3)2
~ T (p + ZC 4-) (13)

o= T g

Ubertragen auf die vorliegende spezielle Form der konfluenten hypergeometri-
schen Funktion erhdlt man schlieBlich fiir die Nullstellen den folgenden Nihe-

rungsausdruck :

nz

> ———(4p+ 4 2. 14
ro ~ g (4p+ 41+ 1) (14
Die nach (14) berechneten Werte eignen sich als Ausgangswerte fiir eine iterative
Bestimmung der r,.

3. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung beim beschriinkten Keplerproblem

In den Fig.3 und 4 wird gezeigt, wie sich der nach (6) berechnete Landé-
Parameter in Abhéingigkeit vom Radius des Potentialtopfes bzw. von der (mit der
Verkleinerung des Bewegungsgebietes wachsenden) Hauptquantenzahl dndert.
Es sind darin nur die Ergebnisse fiir die ,,gebundenen“ Zustiinde (E < 0) dar-
gestellt.

In Fig. 3 ist als typisches Beispiel die Spin-Bahn-Kopplungskonstante {, ;-, ,
fiir p=1, 2, 3 als Funktion von r, aufgetragen. Fiir festes p wichst danach { mit
abnehmenden r, an. Wihrend im unbeschrinkten System beim Ubergang
p—p-+1{ stets abnimmt, existieren im beschrinkten System r,-Bereiche, fiir die
dieser Ubergang (bei festem r,) zu einer Zunahme der Spin-Bahn-Kopplungs-
konstante fiihrt. [Vgl. z. B. den Bereich um r, = 20aE fiir den Ubergang (p = 1)
=(p=2)]
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Fig. 3. Anstieg des Landé-Parameters {,, , , (mit [ = 2, Z ;; =1) bei Beschriinkung des dem Elektron zur
Verfligung stehenden Bewegungsraumes fiir die Zustdnde mit p=1,2, 3

3_
—_
w
3]
—
o~
+ 2
o
-
a
o
3
)
1 -
0658
0278
0142

.

Fig. 4. Anstieg des Landé-Parameters {,, , (mit [ = 2, Z = 1) bei wachsender Hauptquantenzahl »
fiir die Zustdnde mit p=1,2,3

Fig. 4 zeigt {,,-, , (fiir p=1,2,3) als Funktion der Hauptquantenzahl n.
Danach wichst { (bei festem p) mit zunehmenden » an. Beginnend mit dem

{-Wert des freien Ions (z.B. {5 ,,=0,658-10"7 aE) wichst { und nahert sich
asymptotisch dem Grenzwert fiir n— co.
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